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Abstract: The purpose of the article is to help students in mastering the material 

at the initial level of studying the topic, repeating the material covered, providing 

additional examples for working out and consolidating the acquired knowledge, 

instilling abstract thinking and improving skills. The presented material covers only 

the introductory part of mathematical analysis - the basics of integration. 
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Основные понятия 

Операция нахождения неопределенного/определенного интеграла 

называется интегрированием. 
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Результатом интегрирования функции f(x) на интервале (a, b) является 

функция F(x), которая называется первообразной для функции f(x) на интервале 

(a, b). 

Аналогично, функция F(x) называется первообразной для f(x) на интервале 

(a, b), если F(x) дифференцируема на интервале (a, b) и F(x) = f(x). 

Теорема 1 

Если F(x) — первообразная для функции f(x) на интервале (a, b), то F(x) + 

C также будет первообразной для функции f(x) на интервале (a, b). C в данном 

случае и далее будет считаться некоторой произвольной постоянной. 

Доказательство: 

(𝐹(𝑥) + 𝐶)′ = 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

Теорема 2 

Если F(x) и V(x) две первообразные для функции f(x) на интервале (a, b), то 

𝐹(𝑥) = 𝑉(𝑥) + 𝐶 

Доказательство: 

т.к. F'(x) = f(x), V'(x) = f(x), введем α(x) = F(x) - V(x) 

α'(x) = 0 для всякого x, принадлежащего интервалу (a, b), тогда из теоремы 

Лагранжа α (x) = C, т.е. F(x) - V(x) = C. 

Множеством всех первообразных функций F(x) + C для f(x) на интервале 

(a, b) называется неопределенным интегралом от функции f(x), т.е. 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 

 
= 𝐹(𝑥) + 𝐶, 

где ∫
 

 
— знак неопределенного интеграла 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 — подинтегральное выражение 

Свойства неопределенного интеграла 

1)𝑑(∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 

 
) = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥   

2)∫ 𝑑𝐹(𝑥)
 

 
  =  𝐹(𝑥) + 𝐶 

3)∫ 𝐴
 

 
⋅ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  =  𝐴 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

 

 
  

4) ∫(𝑓(𝑥) ± 𝑣(𝑥))𝑑𝑥
 

 
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

 

 
± ∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥
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5) Если ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 

 
= 𝐹(𝑥) + 𝐶, тогда ∫ 𝑓(𝛼)𝑑𝛼

 

 
= 𝐹(𝛼) + 𝐶, где α(x) — 

произвольная функция, имеющая непрерывную производную. 

 

Методы интегрирования 

1. Непосредственное интегрирование  

Примеры: 

1. ∫ 𝑡𝑔(𝑥)
 

 
 𝑑𝑥 = ∫

sin(𝑥)

cos(𝑥)
𝑑𝑥

 

 
= −∫

𝑑(cos(𝑥))

cos(𝑥)

 

 
=

− ln|cos(𝑥)| + 𝐶 

2. ∫
𝑥2

𝑥−1
𝑑𝑥

 

 
= ∫

𝑥2−𝑥+1

𝑥−1
𝑑𝑥

 

 
= ∫

(𝑥−1)(𝑥+1)+1

𝑥−1
𝑑𝑥

 

 
= 

= ∫(𝑥 + 1)𝑑𝑥
 

 

+∫
1

𝑥 − 1
𝑑𝑥

 

 

=
(𝑥 − 1)2

2
+ ln|𝑥 − 1| + 𝐶 

3. ∫ cos(5𝑥) 𝑑𝑥
 

 
=

1

5
∫ cos(5𝑥) 𝑑(5𝑥)
 

 
=

1

5
sin(5𝑥) + 𝐶 

Примеры для самостоятельной работы: 

1. ∫
(1+√𝑥)

3

√𝑥
3 𝑑𝑥

 

 
 

Ответ:
3

2
𝑥
2

3 +
18

7
𝑥
7

6 +
9

5
𝑥
5

3 +
6

13
𝑥
13

6 + 𝐶 

2. ∫(2𝑥√𝑥2 + 1)𝑑𝑥
 

 
 

Ответ:
(𝑥2+1)

3
2

3

2

+ С 

 

2. Интегрирование подстановкой (замена переменной) 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 

 
= ∫ 𝑓[𝜑(𝑡)]𝜑′(𝑡)𝑑𝑡

 

 
= ∫ 𝑓[𝜑(𝑡)]𝑑[𝜑(𝑡)]

 

 
, 

где 𝜑 — монотонная непрерывно дифференцируемая функция на (a, b) 

Пример: 

∫(√1 − 𝑥2)𝑑𝑥
 

 

 

Сделаем замену 𝑥 = sin(𝑡) ,  𝑑𝑥 = cos(𝑡) 𝑑𝑡 

Тогда: 
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∫cos(𝑡) cos(𝑡) 𝑑𝑡
 

 

=
1

2
∫cos(2𝑡) 𝑑𝑡

 

 

−
1

2
∫𝑑𝑡

 

 

=
1

4
sin(2𝑡) −

1

2
𝑡 + 𝐶 

где 𝑥 = arcsin(𝑡) 

Примеры для самостоятельной работы: 

1. ∫
(𝑥−3)𝑑𝑥

√3−2𝑥−𝑥2

 

 
 

Ответ: −√4 − 𝑡2 − 4arcsin
𝑡

2
+ 𝐶, где 𝑡 = 𝑥 + 1  

2. ∫
3𝑥−1

4𝑥2−4𝑥+17
𝑑𝑥

 

 
 

Ответ: 
3

8
ln|𝑡2 + 16| +

1

16
𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔

𝑡

4
+ 𝐶, где 𝑡 = 2𝑥 − 1  

 

3. Интегрирование по частям 

Пусть функции u=u(x), v=v(x) имеют непрерывные производные на (a, b). 

Тогда 𝑑(𝑢𝑣) = 𝑢𝑑𝑣 + 𝑣𝑑𝑢 

Отсюда следует, что 𝑢𝑑𝑣 = 𝑑(𝑢𝑣) − 𝑣𝑑𝑢 

∫𝑢𝑑𝑣
 

 

= 𝑢𝑣 − ∫𝑣𝑑𝑢
 

 

 

Пример: 

∫(𝑥2 + 1) cos(𝑥) 𝑑𝑥
 

 

= 

Представим 𝑢 = 𝑥2 + 1, 𝑑𝑣 = cos(𝑥) 𝑑𝑥 

Тогда 𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥,  𝑣 = sin(𝑥) = (𝑥2 + 1) sin(𝑥) − ∫ 2𝑥
 

 
⋅ sin(𝑥) 𝑑𝑥 =

(𝑥2 + 1) sin(𝑥) + 2𝑥 cos(𝑥) − 2 sin(𝑥) + 𝐶 

Примеры для самостоятельной работы: 

1. ∫ 𝑥𝑒−𝑥
 

 
𝑑𝑥 

Ответ: 
𝑥2𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥)

2
−

1

2
𝑥 +

1

2
𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥)  + 𝐶 

2. ∫ 𝑥2 cos2(𝑥) 𝑑𝑥
 

 
 

Ответ: 
1

2
(
1

2
𝑥2 sin(2𝑥) +

1

2
𝑥 cos(2𝑥) −

1

4
sin(2𝑥)) +

1

3
𝑥3 + 𝐶 


